Pror. Dr. A. WAKOLBINGER Weihnachts-Ubungsblatt Wintersemester 2020/21

Ubungen zur Vorlesung ,, Stochastik fiir die Informatik

Abgabe der Losungen zu den beiden S-Aufgaben dieses Blattes per E-Mail bis Montag, 18. Januar 2021, 10 Uhr.
Die beiden S-Aufgaben W2 und W6 bieten die Méglichkeit zum Erarbeiten zusézlicher Bonuspunkte, sodass Sie die iiber
das ganze Semester maximal méglichen 12 BP noch leichter erreichen kénnen. Fiir die Aufgaben W2 und W6 gibt es
nicht wie sonst iiblich je 6, sondern je 9 Ubungspunkte.

Leitfaden zur Abgabe der Ubungsaufgaben: siche “Ankiindigungen” im Moodle Kurs

W1. Ein approximatives Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert bei bekannter
Varianz. X1, Xo,... seien unabhéingige, identisch verteilte reellwertige Zufallsvariable mit Stan-
dardabweichung o = 5 und Erwartungswert . Wir setzen M, := 1 (X1 +--- + X,,).!

(i) Aufgrund welchen Satzes ist es gerechtfertigt anzunehmen, dass M,, fiir hinreichend grofies
n approximativ normalverteilt ist? Was ist die Standardabweichung von M,,?

(ii) Sei n = 25. Wie ist die Zahl ¢ zu wihlen, damit das um M, zentrierte zufillige Intervall
Iy = [M, — ¢, M, + ¢] die Zahl p mit Wahrscheinlichkeit = 95% iiberdeckt? (Ubungsaufgabe A27
ist hilfreich.)

(iii) Wie groB muss n sein, damit p vom zufélligen Intervall [M,, — 0.2, M,, + 0.2] mit Wahr-
scheinlichkeit ~ 95% iiberdeckt wird?

W2.S FEin approximatives Konfidenzintervall fiir den Populationsmittelwert bei be-
kannter Populationsvarianz. S sei eine endliche Menge bestehend aus g Elementen, J sei
uniform verteilt auf S und h sei eine Abbildung von S nach R. Wie in F7a3.12 bezeichnen wir

p=Eh(7)] =43 h(@)

als Populationsmittelwert und acs
o? = Var[h(J)] = 1 3" (h(a) — )?
a€S
als Populationsvarianz des individuellen Merkmals h. Fir n < g sei Jy, ..., J, ein rein zufilliges

Ziehen ohne Zuriicklegen aus S, und X; := h(J;) das Merkmal die i-ten gezogenen Individuums.
Ahnlich wie in W1 geht es um den zuféilligen Stichprobenmittelwert M, = (X1 +---+ X,,) und
dessen Standardabweichung oy, .

a) Driicken Sie oy, durch o, n und g aus. (Die Ubungsaufgabe A24 ist hilfreich!)

b) Bestimmen Sie unter Verwendung von Teil a) und der Aussage in F7a3.15 die approximative
Verteilung von M,,, wenn sowohl der Stichprobenumfang n als auch die Differenz g —n hinreichend
grof} sind.

c¢) Geben Sie (ausgedriickt durch M,,, o, n und g) ein um M,, zentriertes zufélliges Intervall Z,,
an, welches g mit Wahrscheinlichkeit ~ 95% {iberdeckt.

W3. Populationsvarianz geschiitzt aus der Stichprobe. In der Situation von W2 bleibt die

approzimative Uberdeckungswahrscheinlichkeit bestehen, wenn im Ausdruck fir T,, die Populati-

onsvarianz o2 durch die Stichprobenvarianz s* := L= 3"" (X; — M,)? (oder auch durch die

sogenannte modifizierte Stichprobenvarianz 62 := L 3" (X; — M,)?) ersetzt wird.

Uberpriifen Sie diese Aussage empirisch anhand des der Situation aus Allb) angepassten
R-Programms Mittelwerte.R (mit g = 100 und n = 20 bzw. n = 40).

W4. Rayleighverteilung. Die Zufallsvariable X sei Exp(%)—verteilt. Berechnen Sie

(i) die Verteilungsfunktion (ii) die Dichte (iii) den Erwartungswert
der Zufallsvariablen R := /X . ?

IWeil E[M,,] = i gilt (warum?), nennt man M,, auch einen erwartungstreuen Schitzer fiir p.

2In der Situation von Aufgabe W1 (also fiir unabhingige X1,...,X,) ist, wie man zeigen kann, die Stichpro-
benvarianz s2 ein erwartungstreuer Schiitzer fiir die Varianz o2, d.h. es gilt E[s?] = 2. Die modifizierte Stichpro-
benvarianz &2 ist, kurz gesagt, die “Populationsvarianz der Stichprobe”. In der Situation der Aufgabe W1 ist &2
fiir N(u, 02)-verteilte X; auch der sogenannte Maximum-Likelihood-Schitzer fiir o2, vg. Buch Seite 124.

3Die Verteilung von R heiit Standard-Rayleighverteilung, vgl. die Musterlosung zu Blatt 2.



Hinweis zu (i): Schreiben Sie das Ereignis {R > b} um zum Ereignis { R* > b?} und berechnen
Sie so die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {R < b}.

Hinweis zu (iii): Hier diirfen Sie verwenden, dass ffooo e 2qy = V27 gilt, siehe auch W5.

W5. Die Fliache unter der Gauflschen Glockenkurve. Zuerst eine Vorbemerkung: Fiir
stetige nichtnegative fi, fo gilt

//R2 fl(:v)f2(y)dxdyZ/Rﬁ(:b)dx/ng(y)d%

d.h. man kann die Integrationsreihenfolge beliebig vertauschen. Insbesondere gilt also

o] 2
(/ e_“2/2du) = // e~ @)/ 2 4 dy.
— 00 R2

Verwenden Sie diese Tatsache, um mit der auf F7al.7 vorgestellten Transformationsformel zu
erschlieffen, dass gilt: 0
5 / e 2 = \/ar

W6.S Wie dndert sich der Regressionskoeffizient unter einer linearen Transformati-
on? G und H seien reellwertige Zufallsvariable; die beste affin lineare Vorhersage von H auf der
Basis von G sei H := 3G + 2. Es sei X :=2G —3 und Y := 5H + 4.

a) Driicken Sie den Korrelationskoeffizienten xx y durch den Korrelationskoeffizienten k¢ g
aus.

— 00

b) Die beste affin lineare Vorhersage von Y auf der Basis von X sei Y = 51X + Bo. Bestimmen
Sie ﬂl .
c¢) Bestimmen Sie in b) auch 3y, wenn bekannt ist, dass ug = 3.%

W7. Der Miinzwurf lisst griifien. a) X; sei Binom(ny,p)-verteilt, Xo sei Binom(ns, p)-
verteilt und X7, X5 seien unabhiingig. Wie ist X; + Xo verteilt? (Hier ist keine Rechnung notig!)

b) Y1 sei Poisson(«)-verteilt, Y sei Poisson(f)-verteilt und Y7, Y5 seien unabhingig.

(i) Berechnen Sie fiir £ =0, 1,... mit dem Binomischen Lehrsatz
k
PYVi+Ya=k)=> PWVi=(Yys=k—1{)
als Funktion von «, S und k. =0

(if) Wie ist Y7 + Y2 verteilt?

WS8. Bernoulli, Poisson und Gaufd geben sich die Hand. Wir betrachten die drei
Verteilungen Binom (1000, 135), Poisson(10) und N (10, 10).

a) Wieso ist damit zu rechnen, dass diese Verteilungen approximativ gleich sind?

b) Plotten Sie die Gewichte p;(k) und pa(k) der ersten beiden Verteilungen sowie die Funkti-

onswerte ¢10,10(k)

(i) fiir k =0, 1,...,20,

(ii) fiir k = 50,51, .. ., 60.

c¢) Plotten Sie die relativen Fehler £ 2(’;)1?5)1(]“) und ‘pw‘“ﬁlk()k_)p 1) Jer Approximation der Bino-
mialgewichte jeweils fiir die in b) (i) und (ii) angegebenen Bereiche von k.

d) Kommentieren Sie kurz Ihre Ergebnissse aus b) und c).

W9. Wetten, dass ... Fiir lange Winterabende ist hier ein Link zu einer vergniiglichen
Lektiire, nicht als Aufgabe, sonderen als Empfehlung und als Einstimmung auf zweistufige
Zufallsexperimente und bedingte Wahrscheinlichkeiten, die ein Thema der néchsten Wochen sein
werden:
https://priceonomics.com/the-time-everyone-corrected-the-worlds-smartest/

4Urspriinglich stand hier auch noch “und py = —1”. Das vertrigt sich aber nicht mit dem Rest der Angabe
(warum?). Ein Lob an Frau Tra Mi Tran, die das gemerkt hat!


https://priceonomics.com/the-time-everyone-corrected-the-worlds-smartest/

